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� � ����� ��  ���� ���������# '���� '� ������  � µ ��� 
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 �� �� ��� "
�$�
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!� ���� �������
� ���� ��!� ��
 ��� ��
���# �� ���� ��� ����
������ ���� ��� � ������
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� �� ��!�
 ������ ��
������ � ��� ��� "
�$� ����� ���
�
����� �� ������� ��  � ������ ��
��� ���� ��� "
��# '��� λ  ���� ��� �
� � ����� �� �����# ��� θ
��� �
� � ����� �� ��� ��'��  �
�  ���� ���������� &����# ����� ��� �����
� ��� �
� � ����� ��  ����
��������� �� �� ����� λθ ���� �
� � ����� ���� � ��
��� ����� "
� ���� ��� �� 
�������  � � ���������
���� ��� �� ���� 1 − λ (1 − θ) ���� �
� � ����� ���� � ��
��� ��������� "
� �� ��� 
�������  � ��
����� ����7 µ ∈ (λθ, 1 − λ+ λθ)� 6� ��
���
 ������ ���� ��� ����� �!���� ����� �� ��������� "
�� ��
����� 
�����!� �� ��� ��
��� (θ < 1)#  ������ '� �
� ����
����� �� ��� ���� �� '���� ��!�
�� ���������
�� ����
����# ����# ���������� �� ���
���
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������� ����� ���������� ���� �� ��� 
������� ����# ��� '� '��� ���
����
�2� ��� �����(���� ������ 
���
�� '���� G�!�� ���� ����� "
�� ��� ���� �
�!��� ��' �������# ��� ������������� �
� � ����� ��  ����
��������� ��������� �� ���� ������ 
��� '��� ��� ������������� �
� � ����� �� �
�!����� ���� ��������
&����# �������
� '���# �����	� 
��	���# ��
����� �
���
 ��  �� �
�� �����
(
������ "
��� /� �����'� ����
�� � �
���(������ ������ 
���# ��� �
��� ��� "
� ��� ���
�� '���  � ������ ����
�����  � ��� 
���������7
 ����
 
������ "
�� '���  � � �� �� ���
�� �����
 �
����� 6� '��� ��� ���� ���
� �� � ���������	�

������� �� ��� �
��� �������� �� ��
����� ���
������ �� µ, ��� "
�$� 
���������� ��� ��������� �� �

����������� �
����� �� � �������
� ��������� �� ������� ��� ����(������� ������ 
���� ��� 
�����������
�
����� ������ ��� "
��$ ������ 
��� ����+ �������� ��  � ���
������ �� ����
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6� ���� �� ����
����� ��' ��� ��
��� �� ���
� �+���� ��
��� ��������# �� ��
������
 ��� ������ �����
�� 
���������  ������� �� ������ 
���� �� ���� ���# '� '���  � �����
��� �'� ����
 �����7

�� H������ '��� �
�� ���
�7 ��� ���� �� "
�� ���  � �������  � κ� �� ��
����� ��
��
 ���� ��� ����
�� �������
� �'���� '� ��
����2� �� 1�7 κ > 1# �� ���� ���
� �
� ��'��� ������!� "
��# ��� ���
��
��� �� ���
� �� �
��� ��  ������ ���
� �
� �� ����� ��!��!�� ��  ������� ����!��

0� H������ '������ �
�� ���
�7 ��� ���� �� "
�� ��
 ��� ���� �� "
�� ���� ��!� ��
���� ���� ����
�
��� ���!��� ���� ���
� ����� ������� ������� ���� �� �������
� �κ = 1��

/� ��� ������ 
��� '� �������
# ��� ��������� "
�� �
���
 �� ��
�������� ��� ��� �������
� �
� ��
!��#
�� ���� ���
� �� � ���� θ �� ����!� ��������� "
��# � ���� (1 − θ) �� ����!�# ����� "
��# ��� � ����
(κ− 1) �� ������!� ����� "
���

/� � ������ ����� ��� ���� �� ������!� "
�� '��� ��� ������ �
�� ��� ���� �� ������
#  �� ��� ��������
�� ����!� �
 ������!� "
�� ��� ���������� ������� >� ��� ����
 ����# ���� "
�$� �������� ������ '���
������ �� ��� ������������ �� ��
����� ��+�
��� 
��������� ��!���# �
 ��� ������������ �� �
�������
�
 �������� 8�
 ����� 
������# '� ���� �� ������� '��� 
��������� � "
� ���� '�� �
�!������ ������!�
'���� ��!�# ��� '��� '���� ������ �� ��� 
��������� �� ����� "
�� ���� ���� ��� ��
����

�

������	 ���� 
������	�� �� ��������� �	����	�� ��� ���� �
�� ��	�	�� ��� ������� �� ���� ���
�������� ���� �� ��
�� �	����� ��� ����� ��� ���� ��
����	���

����# '� ������ ���� ��' ���
���� �
� ��
���!�� �����  � �������
�7 �� �� ��� ����� �� �� ���� ���
���
� �
�� ��� ����
 ��� ���
���
�# ��� ���
���� ��!� ��� ���� 
��������� ��������  � µE�� ����
�� �
�� 
���
����� �� '�����
 ��� ���
��� ����� �� ���!� ��� ��
��� �� ��� �
�!���� ����� �
 �� ���
 ��� ������!� ��
 ���� ����7 �� � "
� ���!�� ��� ��
��� �� �+����!��� ����
��� ��� �� ��� 
���
� ���#
�� �� '�
� �� 
�(����
 ��� ��
���# �� '���� �� �� ����
 ��� ���� ���������� �� � "
� ���� ��� ��!�
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�� ��� ��
���� ���� 
���� ��� ����
������ ��������� ���� �� �� 
����  
������� �� ����# '���
���� ���������� �+����!��� ���� �� �� 
��� ��� ��� ����� ����� �� "
� �
�'��# �� ��� �������� �����
����
�� ����������� ��� �� ��� ����� /� ���� �����# ��� ����� ��  ����� �� ��!�
 �� ������� ����������� ���
�������  
���(���� ��������2����

���� ���������(��(���
���� ���������� ������� ���� �� 
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���# �� ����!� "
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�����  � ��� ���
��
�� �� 
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• ��� ���� �� ����� "
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����� "
�� ���� ���� ��� ��
��� ��� �
�!���� 
�����
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� � ������
���� ��� ����������� �� ��������� ��� ����� "
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6��� ����� ����� �� ��� ���� ���� ��������� "
�� ���� ����� ��� ����� "
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/� ������������ �
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������ �� ���������
"
�� ����� ��� �
��� �� ���
����7

µE =
?�������� ���
����

?�������� ���
���� I /���� ���
����
, ���

�
�!���� ���� ���
� �
� ���
�����

��� Gt ������ ��� ��� �� 
���������� �� ���  �������� �� ����� t �� ����� "
�� ���� '�
� ����!� �� t−1�
,���� t  ����� '��� "
��$ ���� ��� ���
� ��������� Gt ������� ��� ��� �� 
���������� �� ����� "
��
���� ����� ��  � ����!�� ����# Gt ��� Gt ��+�
  ������ ���� "
�� '���� 
��������� ����  ���' µE

'��� 
�(����
 ��� ���� "
�� ���� '�
� ������!� '��� ���� ����
 �'��� � 
��������� µE ��  ��� �������
-���
 ��������� "
�� ������ ������� ��� �
��� ����� �����# ��� �����
� � ��
!� ��� �� ��� ������ rt
��
 ��� ����!� "
��� 6��� ���� ����
������ �� ����# ��� ������ ���� ������� ��� ���� ������ �
�����#
�������
� ������ ����
  ������� Gt+1 ������� ��� ��� �� ����� ������� 
����������� ���� �� �����
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�� 8���
� 0# ���� ������� ��� ���� ���� ��
 ��� ����� �����
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��� ������ ����� ����
� ������ '���  � ����!������2��  � �
������ ��� ���� �� ��
���� ����� 0�A  ���'
�
�!�� ���� GC ��� GI �
� ���������� ��� ����
 �����
� �� [λθ, 1 − λ+ λθ]�

&����# �� µE > λθ �� ��� ������ ����� ���
�(��!�� 
���������# �� ���� �������7

µE =
θGC (µE)

θGC (µE) + (1 − θ)GI (µE)
. �0�

/� µE ≤ λθ ��� ����������
 �� ��� 
���� ���� ���� �� H������� 0 !�������# �� ���� �� ����� ��  � '���
��"���� ����� 0�B  ���' �
�!�� ���� ��� ����� �� ��� 
���� ���� ���� �� H������� 0 '��� µ ���
������
λθ �
�� ��� 
���� �� �
������� λθ� /�����# �� ��� ���
�(��!�� 
��������� '�
� �������� �����
 ���� λθ#
'� '���� � ��
!� ���� "
�� '������ �� '��� ����
 ������ &�'�!�
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��������� ��!��� ��
�� ������ ��
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� ���  ��� ����� ��
 ���� ����#  �� ����� �� �� ��'��� ����� �� ���� ���
���� �������# ��� 
��������� ����  � ����� �� λθ)��� �
� � ����� ���� � ��
��� ����� "
� ���� ��� ��
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�
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��������� ��'�
 ���� λθ# �� �����

��'  �� ��� �����
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���� ���)7 �� ���� � ������� �� ��� �
��� ��������# '���� ����  � ���� ���� �� ������!� "
�
��� �� �������!� �� ����
 ��� ��
���� 6��� '� ���� �� ����
�����# ����# �� ��' ���� ������� �� ���
�
��� �������� �+���� ��� 
����������� �
����� ��� ��
���� �� ��� ������ ����� �� ��� ���� �������
������ 
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��� 
��������� �
� ������

?������
�#  ���� ���
�(
�� �����
�# ���� ������  ��� 
������ �� ����
  ������# ��
��� �� ��� .�������
������ �� � ������ �
��
� ���� ��!� ��������� ���������� ������� ��������� ��� ������ ��!���� K������
������� �� ��� ����������� �� ��� ��
!���# �� ��� �������# ��� ��� ����������� �� ����
 ���������#
��"������ ��!��� �� ���� z# '���� �
��� �� ��
����2�� �� 1� ��� ����� ������� ������� ��
������� ����
������ z �� ��� ���� ��� ��� ���� �� ��� ��
!��� ���� ��
�� ��� ��  � �� ���� ������� (H, z) , �
 ���
���� �� ��� ��
!��� ���� ��
�� ��� ��  � �� ��' ������� (L, z) , �
 ��� ��
������� ��� �� ��� ��
!���7
(∅, z) . ��� �
��� �� ��� ��
!��� �
�� � �
�!���
 �� 
��������� µ �� p (µ)# ��� ��� �������
$� ������ ��
y# �� ���� �� �� ��
������ ��� ��
!���# ��  ��� z = y−p (µ) ����� �� ��� �������� ����� ��� ����������
.�
������ �������� �� u (q, z)# '��
� q �� ��� ������� �� ��� ��
!���  ���� ��������# '���� ���  � ����
�
 ��'# ��� '��
� ��� ��������� �� 
��
�������  � ��� ����� �������7 q ∈ {H,L,∅}� 6� ������ ����
u (q, z) �� �'���(��+�
����� �� �� z, '��� � ���������� ������ ��
�!���!��

6� ���� ������ �
�!������ ���� �� � ����(������� ������ 
��� ��� �
� � ����� �� ������� � ���� �������
��
!��� �� ��� ���� �� ��� �
� � ����� ���� ��� �
�!���
 �� ���������� &����# �������
� ������2�7

E [u] = [µu (H, z) + (1 − µ)u (L, z)] d+ (1 − d)u (∅, z) , �A�

'��
� d �� � !�
�� �� ���� ����� �� ��� !���� 1 �� ��� �������
 ��
������ ��� ��
!��� (q ∈ {H,L})# ���
0 ����
'��� (q = ∅)�

������� ��+�
��������� H������� A '��� 
������ �� z ��� µ ��� ������� d = 1 '� ���7

dE [u] = (u (H, z) − u (L, z)) dµ+
(
µ
∂u (H, z)

∂z
+ (1 − µ)

∂u (L, z)
∂z

)
dz. �B�

/������� dE [u] = 0# '� � ���� ��� ��
����� 
��� �� �� ��������� �<=,�  ��'��� ��
���!�� �������
�����# 
���������� ��� �����������7

MRS ≡
∣∣∣∣dzdµ

∣∣∣∣
dE[u]=0

=
u (H, z) − u (L, z)

µuz (H, z) + (1 − µ)uz (L, z)
. �C�

L



/� ����
��� �� ��� �������
�$ �
� ���# ��� "
��$ �
� ��� �� ����� ����� �������� 6��� ������
� ��������# "
�� ���� ��� ���� ���� ���� ������� ��� ��

���(����� ����+#  �� ���� ��� ����(��
�
������������ �� ����
 ��������

H��� �
�����
 ������� � ���������� �
�������� ��
����� �����# '�����
 �� �
����� �
 ���# ��� �� �� ��
'���� ��������# ��� � 3 
������ ��
�����4 �����# ���� ��� ���� �
 '��� �� ���  � ������� ��� 
�(����
���
��� ��
����� ��� ���� ���� ��� �
��� � "
� ��� ���
�� �� ���
������ �� ��� 
��������� 
����
� ��� �������
 
������ ��
����� �
�!���7 �� '��� ��� ���� '����!�
 ��� 
��������� �����  ���' µE # ��� ����
'��� ��
���� ���

-� �� ��� �
�������� ��
�����# ����
 �!�
� �����
� ��������� "
�� ������ qt �
�� {H,L,∅} '���� �����
"
�� �
�� {L,∅} , �� �� �� ������2�7

(1 − δ)
∞∑

t=0

(1 − λ)t
δtE [πt (µt, qt)] , �L�

'��
� δ �� � �������� �����
 ��� πt �� ��� ���� t �
�"�# ��!��  �7

π (µ, q) =


p (µ) − cH �� q = H
p (µ) − cL �� q = L

0 �� q = ∅

�E�

'��
� ��� ���� �� �
�!����� ���� ������� �� �����
 ���� ��� ���� �� �
�!����� ��' �������7 cH > cL�

��� ������ ��������� ���� ���
����
�2� ��� ����(������� ������ 
��� ��!� ��� ��������� "
�� ��������H
����
 �!�
� �����
�# ��� ����� "
�� '��� µ > µE �������� L# ��� � ���� (1 − θ)GI (µE) �� ��� 
��������
����� "
�� ���� ���� �� 
������ ����� '�� ������ ��� ��
��� �� ��� ���� 
����# ���� �������� L� ,������
A ���� ������ ��� ���������� ����
 '���� ����� ������ ��������� �
� ������ �������� ��� ����������
!���� ��������� ��
 ��������� ��� ����� "
�� �
� �������  � vC (µ) ��� vI (µ)# 
�������!����

��� ������������ ����������	

���
� �
� ������� ��� ������ ������� �� ������ 
���� /� ��� ����� ����# '� ���� �� � �
���(������
������ 
��� '��
� �������
� �
� ����+�
��� ����� �
�!���
�# "
��  ���!� ����
���� �� ��� ��������
F��� ����
� �� �� ��� �
�!���� �������# ��� ��� ��
��� ����
�� ��� ������� ������� 
���
# �� ���
����# �� ��� ����������  ��'��� �����
��� ���  ������ ���# �� ��� ����
# �� ��� ���������� �� "
��$
������ ���������� /� ��
������
# � �
��(���
� ��������� ���� ���� ��
 �����# ������!� "
�� �� ���� ���7
vI (µE) = 0# '��
� µE �� � 
������� ������������

����� ����
��	 ������	�

��� ������ �� �������  � r, ��� �
�'� �
�� ��� ���� ���� ����
!��7 r ∈ (0, 1)� 6��� � "
� �
�!����
���� �������# ���� ��� ������ �� ����
� ���� ����
���� �� ��� ��������!� ������� �������� ����� FH ; '���
�� �
�!���� ��' �������# ���� �� �� ����
� ���� ����
���� �� ��� ��� FL# '��
� FH (r) ≤ FL (r) ��
 ��� r
����� �� �� ���# ��� ������ ����������� �� H "
��(�
��
 �������������� ��������� ��� ������ �����������
�� L�� 8�
 ��������# �� ��� "
�� '�
� �������# r �����  � ��� ���
� ��
������� �� � ������
��2�� ����;
�� ��� "
�� '�
� ��'��
�# r �����  � ��� ��
������� �� ����� '�� �� � ���
; �� ��� "
�� '�
� �����
�# r
�����  � ��� ��
!�!�� 
��� �� �������� �� � ���
# ��� �� ��� .���# FH ��� FL �
� ������� ��  � ������
���������� /� ��
������
# ���� ��!� ���������# '���� �� �������
� '���  � �������  � ��� ��'�
 �����
�����
� �� ��� ��

��������� ���$��

<�
��!�
# '� ������ ���� � �����
 ������ ����� �� ��
� ������ ���� ��� "
� ����� ���� �������7

E



�

������	 ���� 
�������� �	���	���� ���	�� ��� �	���	���� ���	� R (r) ≡ fH (r)
fL(r) 	� � �������	�����

	������	�� �	����	�� ���� (0, 1) �� (0,∞)�

/� ��� � ����� �� ��� ����(���
� �
�����# ��� �� ��� ��������� "
�� �
�!��� � ���� ������� ��
!���# ����
.����$ 
��� ��"��� ��� ��+�
���� �������� ���� ���� "
�$� 
��������� �����'�7

µt+1 = λθ + (1 − λ)
fH (r)µt

fH (r)µt + fL (r) (1 − µt)
. ���

/� �+���# ��� �
� � ����� ��  ���� ��������� �� t + 1 �� ���� �� ��� �
� � ����� ��  ���� 
� �
� ��
��������� (λθ) ��� ��� �
� � ����� ��  ���� ��������� �� t ������� ����
���� �� ��� ������ r ���
����������� �� ��� ��!��� ��� � ���� �������

6��� ���
� �� �� ����(���
� �
�����# ��� "
� 
������� ��� 
��������� '��� µE '����!�
 �� �����  ���'
���� ��
������# �� ���� ��� �!������� �� {µt} �� �������� ��"���  � H������� � �� µt �� 
�������  �
max {µt, µE} .
9�"�� ��� 
����(���� ���� �� H������� � �� ��� �������� ϕ : (λθ, 1 − λ+ λθ)×(0, 1) → (λθ, 1 − λ+ λθ)
��!��  �7

ϕ (µ, r) = λθ + (1 − λ)
R (r)µ

R (r)µ+ 1 − µ
, �
�

'��
� ��� ��������� ��!�  ��� '
����� �� ��� ���������� 
���� ��
�� -��������� 0�0 ����
�� ���� ϕ ��
��
����� ���
������ �� r# �� ���� �����
 ������ !����� ��'��� ���
�!� � "
�$� 
���������� <�
��!�
# ���
����� �� ϕ �� (λθ, λθ + 1 − λ)  ������ ��� ���������� 
���� �� ��
F����!�7 ϕ ((λθ, 1 − λ+ λθ) × (0, 1)) =
(λθ, λθ + 1 − λ) . >� ��� ����
 ����# �� �� 
������ ���� ���� ϕ �� ��
����� ���
������ �� µ# ��� �����������
&����#  ���� ����# �� �� �  �F������# ��� ��� �����'��� �������� ��������� �
� '��� ��"���7

r = r̃ (x, µ) ⇔ x = ϕ (µ, r) , ��1�

µ = µ̃ (x, r) ⇔ x = ϕ (µ, r) . ����

����� ��������� ���  � '
����� ��7

r̃ (x, µ) = R−1

(
1 − µ

µ

x− λθ

1 − λ+ λθ − x

)
, ��0�

µ̃ (x, r) =
x− λθ

x− λθ +R (r) (1 − λ+ λθ − x)
. ��A�

��� "
�� ��������# r̃ (x, µ)# ���� '��� ��� ������ !���� ������  � ��
 � "
� �� 
��������� µ ����� ��
��!� � 
��������� x ����

�';  � -��������� 0�0 ��� ��!�
�� �� ��� ���������� 
���� �� '��� ��"����
��� ������ ��������# µ̃ (x, r)# ��������� '��� '�� ��� 
��������� �� ��� �
�!���� ��
��� �� � "
� '���
� ������ r ���� ��

����� ��F��� � 
��������� x� ,�����
��# ϕ (µ, r) �� ��� ���� ��
���$� 
��������� �� �
"
� ���� ���
��� �+ '��� � 
��������� µ ��� '���� ������ '�� r.

-������� -�� ���'� ���� ��� ���(��(��
��� 
��������� ��� ��
 ���� ���� �� "
� �� ��!��  �7

GC
t+1 (x) = (1 − λ+ λθ)

∫ r̃(x,µE)

0

G
C

t (µ̃ (x, r)) dFH + λ (1 − θ)
∫ r̃(x,µE)

0

G
I

t (µ̃ (x, r)) dFL��B��

GI
t+1 (x) = λθ

∫ r̃(x,µE)

0

G
C

t (µ̃ (x, r)) dFH + (1 − λθ)
∫ r̃(x,µE)

0

G
I

t (µ̃ (x, r)) dFL ��B �

����� ���$� �
� �
�����
���  � ��� ���
�(���� �
����� �� �����'�7

G
τ

t+1 (x) =
{

0 x < µE

Gτ
t+1 (x) x ≥ µE

��
 τ = C, I, ��C�

�



����# G
τ

t+1 �� � �
������� !�
���� �� Gτ
t+1  ������ ����� "
�� '�� ����  ���' ��� ���
�(��!�� 
���������

'��� 
�(����
# ��� '��� �� �� '��� ��� ���
�(��!�� 
��������� µE �

��� �
����� F��� ����
� �� �
�����
��� ��� ���


(
G

C

t

G
I

t

)
����

(
G

C

t+1

G
I

t+1

)
# ���� ��"���� �� ���
���


�� ��� ��� �� ���
� �� ���$�# '���� '���  � �������  � T :(
G

C

t+1

G
I

t+1

)
= T

(
G

C

t

G
I

t

)
. ��L�

8�
 ����
� 
���
����# � ��
!� ���� ��� ���
���
 T ������� ��
����
������ �� µE �

����� ������ 
���� �	� �	����
���
 ���������	

/� � ������(����� ����� �� ��� ����# ��� 
��������� ����
� ������
(
GC , GI , G

C
, G

I
)
�
� ��������

�!�
 ����� ���� ��#
(
G

C
, G

I
)
�� � "��� ����� �� T � <�
��!�
# '� �
�!� ���� ��� "��� ����� �� ������

 ������ T �� � ����
�������

����� ���� T ��� � ��	���  ��� 
�	�� ��� ��� �	��� µE ∈ [0, 1]� !�������� 	� µE < 1−λ+λθ ����"

�� G
C
��� G

I
�
� ���������� ��� ����
 ������ �����
� �� [max {µE , λθ} , 1 − λ+ λθ]#

0� GC ��� GI �
� ���������� '��� �����
� [λθ, 1 − λ+ λθ]# ���

A� ��
 ��� µ ∈ (λθ, 1 − λ+ λθ) , GC (µ) ≤ GI (µ)�

#����� /� -������� -�0�

��� ���������� �� ��� 
��������� ����
� ������ ��
�!�� �
�� ��� ���� ���� ��� ���
���
 T ���� ��� ���
�� ���������� ����
� ����� ��������� ���� ������# �� ���� ��� "��� ����� ����  � �� ��� >� ��� ����

����# ��� 
��������� �� ��������� "
�� "
��(�
��
 �������������� ��������� ��� 
��������� �� �����
"
��  ������ ��� ������ ����������� �� H "
��(�
��
 �������������� ��������� ��� ������ �����������
�� L�

/� ��� �
�!���� �����# µE �� � ��
�����
 ������ ��� !���� �� [0, 1]� &�'�!�
# �� µE �� � 
�������
�����������# �� ������ ���� �� ��� !���� �� ���� ����
!��� /� ��
������
# ��!�� ���� ��������� "
��
��!� �������������� ��
��
 
���������� ���� ����� ����# ���� '���  � ����

��
������� �� ��� �
��� ��
���
���� ��� ���
���
� µE ������  � �����
 ���� θ# ��� ������������� �
� � ����� ��  ���� ����������

/� µE > λθ# ��� 
������� ������������$ �����
���� �� ���"���� '����!�
 µE �� � "��� ����� �� ��� �����'���
��������7

ψ (µ) ≡ θGC (µ)
θGC (µ) + (1 − θ)GI (µ)

, ��E�

�� �� H������� 0� > ��
!�# ��'�!�
# ���� ���� �������� �� ��"��� �� ��
�� �� GC ��� GI # '���� ������
�������!�� �� µE �� � ��
�����
� &����# ψ �� ��
� �
���
�� '
����� ψ (µ|µE)� /� ��
�� ��� ���� ψ ��
���������� �� ��� ��
�����
 µE #  ������ �� �
� ��� ������ ����� ����
� ������)������
 �� ���� �
� ���
"��� ������ �� � ����
������ ���� 9� �� 8�����# 0111# ?�����
 0# ����
�� E����� ����# ��� 
���������
�������� µE �
� ��� "��� ������ �� ��� �����'��� �����7

µE = ψ (µE |µE) . ����

��� �����'��� ����� 
���
� �� ��� ���� �� '���� ���
� �
� ���� ���� ��� ���
� %�'�# �� �����
 ��'
�����# ����# '��
� ��� ��
�����
 µE �� ��
��
 ���� λθ :






����� ���� $� µE > λθ� ��� �����	�� ψ (µ|µE) ��
� (λθ, 1 − λ+ λθ] 	��� (λθ, θ]� !�������� 	� ���
�����%	�� ����	�	�� �����"

∃N <∞ : ∀n < N, f
(n)
H (0) = f

(n)
L (0) = 0 ��� f

(N)
H (0) = 0 %�	�� f

(N)
L (0) �= 0�

&%���� f (k)������� ��� kth'���	���	�� �� f(� ���� lim
µ→λθ+

ψ (µ|µE) = λθ�

#����� /� -������� -�A�

D����� ���� ��� ��������� �� ����� 0�B �� ������� 
������ �� ��� ���������� ���� lim
r→0

R (r) = 0#� ����
��# ��� 
����
����� ���� ��� ���������� ��������  � ���������� �� r = 0� /� ��
������
# �� ���� ���� ��

��� !�
� ��'��� ������� ����� �� ��  � � ��
!��# �� �� ��"������ ��
� ������ ���� ����� ������� ���� �
��
� ��' ������� ��
!��� ���� �
�� � ���� ������� ���� K���
 ���� ���������# ��� �����'��� �������� �� �
����
�� ��������� �� ψ7

ψ∗ (µ|µE) =
{

λθ ��
 µ = λθ
ψ (µ|µE) ��
 µ ∈ (λθ, 1 − λ+ λθ] , ��
�

'��
� ψ∗ �� � ���������� �������� ����� lim
µ→λθ+

ψ (µ|µE) = λθ�

?���
�� λθ �� � "��� ����� �� ψ∗. -� ����# µE = λθ ���  � ������� �� � �������� 
������� �����������7
�!�� ������ �� �� �� ���(��(������ 
���  �����)����� ���
� �� �� ���
�)# �� �� ��� ����� �� ��� .�������
����
���� 
��
�������  � ψ# ��� �� ���� ����� �� �� � ����������  ������

<�
��!�
# ���
� �
� ����� �� '���� �� �� ��� ������ ����������  ������ 8�
 ��������# �� r ��� � .���
����
� �����# '��� ��
�����
� a ��� b '��� ����������� �� H # ��� '��� ��
�����
� c ��� d '���
����������� �� L# '��� a, b, c, d ∈ N. ��� ������� ��������� �
� ���� ��!��  �7

fH (r) =
ra−1 (1 − r)b−1

B (a, b)
���

fL (r) =
rc−1 (1 − r)d−1

B (c, d)
,

'��
� B �� ��� .��� ��������� -��������� 0�0 �� �����"�� �� a > c ��� b < d# �� '���� ���� ��� N ��
��� ��������� �� ����� 0�B �� N = c� 8���
� A��� ���'� ��� ������(����� 
��������� ����
� ������# ���
8���
� A� �# ψ∗ (µ|µE) ��
 µ = λθ# '��� λ = 0.1# θ = 0.5# a = d = 3 ��� b = c = 2� /� �� ����
���
�
�� A� � ���� λθ �� ��� ������ "��� ����� �� ψ∗# ��� ����� ��� ������ ����������  ������

����� ����
������

���	����	 �� � - ����(������� ������ 
��� ��
 ���� ���� ��7

• � �
��� ���� p (µ)#

• � 
��������� ����
� ����� ��
 ���� ���� �� "
�
(
GC , GI

)
, ���

• �� ���
�(��!�� 
��������� µE ,

���� ����7

�"� ��� �
��
�

� 
� ;���� 4!: 
� ���
����� ���� lim
r→0

R (r) = 0!

�1
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8���
� A7 =��������� ����
� ������ ��� 
���������(�������� ���
�(��!�� 
���������

!�" .������� �������� ��� ,����� ,����7 8�
��$ 
���������� �!��!�  � .����$ 
��� ����
���� �� H���(
���� �# ��� ��� ���������� ���� �� 
���������� �
� ��� "��� ����� �� T �� ��"��� �� H�������
�L;

!��" =������� H�����������7 µE �� � "��� ����� �� ψ∗ ��"��� �� H������� �
;

!���" ?������ ��� ��
��� ����
���7 -� p (µ) ��� ��������� "
�� ������ q = H # � ���� (1 − θ) �� �����
"
�� ������� q = L ��� ��� 
�������� ���� ������ q = ∅# ��� ��� ���� ���� �� �������
�
������� ��  ��# ��� �
� ����+�
��� ����� ����!� �
�!���
��

8�� ��� "
��$  ���!��
 �� ��
 ������ ����# ��� ����� �� ��� �
��� �������� p (µ) �� ����
�����  � ���(
����
�$ �
���
������ /� �+���# ����� ��� �������
� �
� ���������# �� ������ 
��� ���� ����  � ����+�
���
����� ��� ����!� �
�����
�� ��� ���������� �� �������
� �� "
�� �� ��� ����
������ ����# �� ��
�#
������� ���� ��� ������ 
��� �
��� �������� ���� ��� ������ �� ��� 
��������� ����
� ������)��� ������
���� �� ��� ��
���); �������# �� �� ����
�����  � ��� �������
$� ��� �� ����+�
����# �� �� ��� ����
����#
'���� �� ����
�����  � �  �
��
 ����������

H��� �������
 ������� � �
�!���
 µ ��� ���� � �
��� p (µ)� 8
�� ��� ������2����� �� �������
$�
������� �������� �H������� A� '� � ���� ��� "
�� �
��
 ���������7

∂E [u]
∂µ

= u (H, z) − u (L, z)− ∂p (µ)
∂µ

(
µ
∂u (H, z)

∂z
+ (1 − µ)

∂u (L, z)
∂z

)
= 0 �01�

<�
��� ����
��� 
����
�� ���� H������� 01 ����� ��
 ��� µ# ����� ����
'��� ��� �������
�)'�� �
�
���������)'��� ��
����� �
���
 ���� �
�!���
� �!�
 ����
�# ��� ��� �����
 '����  � ��� �� �� ���� ����

��
!����� &����# H������� 01 ������ � "
��(�
��
 ��+�
������ �������� ��
 p (µ)� ,��!��� ��
 ��� ��
�!�(
��!�# '� ���7

∂p (µ)
∂µ

=
u (H, y − p (µ)) − u (L, y − p (µ))

[uz (H, y − p (µ))µ+ (1 − µ)uz (L, y − p (µ))]
. �0��

/� '�
��# ��� ����� �� ��� ������ 
��� �
��� �������� �� ��� <=,  ��'��� ��� ��
!���$� ��
���!�� �������
��� ��� ����������� ����� D����� ���� ���� ����� ���� �� ��� ��
!���$� ��
���!�� ������� µ �� � ��
���
����# ���� ��� ����� �� ��� �
��� �������� ���
����� '��� ������ ��� ���
����� '��� ��� �
��� ��!���

��



H������� 0� ��"��� p (µ) �� �� �  �
��
 ���������# ��� p (µE) = p0� ���� ��# �� ����
����� ��� �����
�� ��� �
��� ��������#  �� ��� ��� ��!��� ��� �� ������  � p (µ, p0) � ����
�� ��� �
 �� ��� ������ ��
�
��� ��������� ���� ���!�� H������� 0�# � ������ ����  ������ �������  � p0� ��� �������� p (µ, p0) ��
���������� �� p0# ��� ��
 ��� �'� ��+�
��� !����� p0 ��� p

′
0# ��� �� ��� ��������� p (µ, p0) ��� p (µ, p′0)

����  � ��
����� �����
 ���� ��� ����
 ���# ��
 ��� µ� ���� ������� ����  ���# vI ��� vC �
� ���
������
�� p0�

/� �� '��� ���'� ���� �� ��� ���������� ����� '��� ����������� !���������# ��� �
��� �� ������
������
�� � 6��
����� ������ 
��� ��  ��� ����� �� ��� ��
��� �
� �� ��� ���� ��2� ������7 ��� �
��� ���� �������
� ���(������!� ��
���� ��  ���
� ��� �����
� '����  � �� ������ 
��� �
���� /�# �� ��� ����
 ����# ���
���� �� �����
� '�
� ��
��
 ���� ��� ���� ��  ���
�# ���� ��� �
��� '����  ����� ����
������# ����#
���
� '����  � � ������ 6��
����� ������ 
��� �
���# ������ ��� ��� ���� ������ �� ��
���� �� �����
��
���� �� �
������� '��� ������� �� ���� ������ /� ��� ��(���
� ���� ��� �
��� �������� �� ������
������7
��� �������� p (µ, p0) ���� ������ � ��� ������!� ��
���� �� ���� ���� �� ��� ��
��� �� �� ������ 
���
�
��� ��������� &�'�!�
# �� ��� �
�� ���
� ����# ��� ��'��� �� ���� ��������� �� ��� ���� ��� ���� ���
 � � ��
!�� �� ������ 
���# ������# ��� ��� ���� ������ 2�
� �
�"�� �� ���
����� >���
'��� � ��
��

��� �
 ������ �� "
�� ���� ���
� �
� �������
� '���� '��� �� ��
��������� ����# ��� �� ��� ������
p (µ, p0)# ��� �
�� ���
� ���������7

vI (µE) = 0 �00�

���� ��'� � ��
������
 !���� ��
 p0# '����� ��� ������ 
��� �
��� �������� p (µ)� -�� �������� �����

���� ���� ��� ����� ������ ���� ��
���������� �� �������
�#  �� '���� ��� ����
 ��� ��
���  ������ ��
'���� ������ ��
� �
�������� ���� �� ��������� /�����# ��� !���� �������� vI (µ) �� ���
������ ��
µ#  ������ p ���� ���� ������� ���� ��� "
�� '��� �����
 
���������� ������ �� ��� 
���� �� µE� '���
��
����� �
���
 �� ��
��������# '���� ����� �� ��� ���� '��� ���� <�
��!�
# ����� vC (µ) ≥ vI (µ) � ������
��������� "
�� ��� ��'��� ��� �� ����� "
�� ���# ��
���������� �� ��� ��������� �� ���
������  �
��
���������� �� ��� ������

8������# ������ 
��� ���� 
����
�� �������!� ������� ����� ��
 ��������� "
��7 ���� ���� �
���
 ��
�
����� ���� ������� 
����
 ���� ��' �������� ���� '���  � �� �� ��� ���� ��!���� ����
����  � �
�������
��' ������� (cH − cL) �
� ������
 ���� ��� ��
����� �������� �
�"� ���������� '��� 
��������� �
�������������� ��
��
 
��������� �� ��� ����
��

� ���
�
��
�� �
�
 ������
��� ��� ��� �	����� �����

��� ���� �� '���� ��� ���
�(��!�� 
��������� �� ��� ��'��� ����� �� (µE = λθ) �� ��
������
�� ����
������
 ������ �� ��� �������� � ����� �� ���� ��� ���
� %�'�� -� ���������  ���
�# ���
� �� �� ������ !����
��
 '���� ��� 
��������� ��� ����  ���' λθ# ��� ���� �� "
� �!�
 ����� ��� ��
���� ��� ��
��� �� ���
�
����� �
���� ��'�#  �� �� ��� ������ 
��� ���� ��!�
 ����
����2����

/� ���� ����# H������� � ���������� ���
����
�2�� ��� �!������� �� ��� "
�$� 
���������# ��� ���
���
�
��� !���� ��������� �
� ��"���  � ��� �����'��� �����
�� ���������7

vC (µ) = (1 − δ) (p (µ) − cH) + δ (1 − λ)
∫ 1

0

vC (ϕ (µ, r)) dFH �0A��

vI (µ) = (1 − δ) (p (µ) − cL) + δ (1 − λ)
∫ 1

0

vI (ϕ (µ, r)) dFL �0A �

�<
��
���� ��� ��	�� �����

� �
� �
������� ����� vC (µ) , 
� �	�
 
������
�� ,��� =� 	� ������� 4555� ������� -4�
)��
��� -!-4/!

�<
��
���� 8� �
�9������ ���� ����� 
� �
 
���� �
��
����� �����1	���	 �������

� &������ �
� ψ �
 
������� ������ ����
- ,� ��������� �
��
�

� �
� ��� �0
������ 
� � ���
�� �0�� �

��/� ��� ��
�� 
� �
������� ���� ���� 8
�	� �0
� 8
�	�
���� �
 ��
8 ������ ���� ��� ��
�� 
� 
���� ���� ���� 8
�	� �0
� �� µE 
��������� 8�
�� ����������	 ��� ���� ���� ���
���� ��
�� ����1
���� ��
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�
����� ��� ���
�� 
�� 
� ��� ������ �����! 2
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��
�� ��
� �	�
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'��
� ��� ����� ����+ �� ��!��  � ��� �
�"� ��
���# ��� ��� �������� ������������ ����+ �� '�������
 � � �������� �����
 δ ����� ��� ��
!�!�� �
� � ������

��� �����'��� �������!� ��� ��
���������� ���������� ���� ���� ��
 ��� µ ∈ [λθ, 1 − λ+ λθ]7

vC (µ) ≥ (1 − δ) (p (µ) − cL) + δ (1 − λ)
∫ 1

0

vC (ϕ (µ, r)) dFL �0B�

vI (µ) ≥ 0 �0C�

��� "
�� ���������� ���� ���� � ��������� "
� '��� � ��

��� 
��������� µ ������ �
���
 ���� �������
�!�
 ��' �������� ��� ������ ���������� ���� ���� �� ����� "
� ������ �
���
 ��  � ����!�� 8������# ���
�
�� ���
� ��������� ��7

vI (λθ) = 0, �0L�

'��
� � ��� ������!� "
�� �'��� 
��������� λθ� ������ �� ���� �
�� ����
��� ��� ��
����

?�� ����� H�������� 0A� ��� 0B# ��� ���!��� ��
 ��� ��+�
������ ���� �� ���� ��� ��' �������# '�
� ����7

cH − cL ≤ δ (1 − λ)
1 − δ

(∫ 1

0

vC (ϕ (µ, r)) dFH −
∫ 1

0

vC (ϕ (µ, r)) dFL

)
. �0E�

9�"�� ��� 
����(����(���� �� H������� 0E ��7

ξ (µ) ≡ δ (1 − λ)
1 − δ

(∫ 1

0

vC (ϕ (µ, r)) dFH −
∫ 1

0

vC (ϕ (µ, r)) dFL

)
. �0��

��� �������� ξ (µ) �����
�� ��� ���� ��
� ���  ���"� �� �
������� ���� ������� �� � ��!�� ����� ��
������� �� ��!������ �� ��' ������� ��
 ��� ��
���� ����  ���"� ����� �
�� ��� ������������ ���
����
�� ����
� ��
��� �� 
�����������

,���� vC ��� ϕ �
� ���
������ ���������# ��� ����� ��� ������ ����
 H "
��(�
��
 �������������� ����(
����� ��� ��� ����
 L# ξ (µ) �� ����
�� ���(������!�� &�' ��
�� �� �� ������� �� ��
� �� ��' ��
��� ���
��������� ��# ����# ��' ���� �� ��� ������� /� ���� ������� �� ��� ����� �� ��� !���� �������� vC # '����
�� ��
� ������� �� ���� �� ��� �
��� �������� p (µ)� �� ��� ���� ��
� ����
��# ��� ϕn (µ, rn) ������ ���
n−�� ���
��� �� ��� ���
���
 ϕ ��� ��"���  � H������� 
�# ���� ��# ��� �
�F����
� �� � 
��������� ����
���
�� �� ��� ��!�� µ ��� ����
 � �����
� rn ≡ {rt}n

t=1 �� n �������� =���
��!� �� ��������� �� H�������
0A ��� ��� ����������� �� ��� ��' �� ���
���� ������������ ������7

vC (µ) = (1 − δ)
∞∑

k=1

δk−1 (1 − λ)k−1
EHk−1

[
p
(
ϕk−1

(
µ, rk−1

))− cH
]

�0
��

vI (µ) = (1 − δ)
∞∑

k=1

δk−1 (1 − λ)k−1
ELk−1

[
p
(
ϕk−1

(
µ, rk−1

))− cL
]

�0
 �

'��
� ��� �� ��
��� Hn �� ��� ����������� ���
���
 ����� ���� ���� �� ��� �������� �� ������� '���

������ �� '���� ��� ����������� �� ����� ���  ��� �
�'� �
�� ��� ����
� ����� FH ; ������
�� ��
 Ln

�� 
���
� �� FL�

��� !���� ��������� ��!� ��� ��
� �� �� �������� �
����� !���� �� �
�"��# '��
� ��� �������� �����

�������� ��� ��
!�!�� �
� � ����� (1 − λ)� =�������� vC (µ) �� H������� 0E �� �� 0
�# ��� '
�����(
ϕk−1

(
ϕ (µ, r) , rk−1

))
��
 ��� k)�� ���
��� �� ��� ���
���
 ϕ# ��� �������� ξ (µ)  ������7

ξ (µ) =
∫ 1

0

∞∑
k=1

δk (1 − λ)k
EHk−1

[
p
(
ϕk−1

(
ϕ (µ, r) , rk−1

))− cH
]
dFH

−
∫ 1

0

∞∑
k=1

δk (1 − λ)k
EHk−1

[
p
(
ϕk−1

(
ϕ (µ, r) , rk−1

))− cH
]
dFL, �A1�

�A



'���� ���  � '
����� ��
� ��������� ��7

ξ (µ) =
∫ 1

0

∞∑
k=1

δk (1 − λ)k EHk−1

[
p
(
ϕk
(
µ, rk

))− cH
]
dFH

−
∫ 1

0

∞∑
k=1

δk (1 − λ)k
EHk−1

[
p
(
ϕk
(
µ, rk

))− cH
]
dFL. �A��

/� � "��� ����# '� ���
����� ��� �����
��� ���� ��� ���� �� � ����7

ξ (µ) =
∞∑

k=1

δk (1 − λ)k (
EHk

[
p
(
ϕk
(
µ, rk

))] − ELHk−1

[
p
(
ϕk
(
µ, rk

))])
. �A0�

'��
� LHk−1 ������ ��
 � �������� �� ������ �
�'� ���� ���
�� '��� L ��� ��������� '��� Hk−1�
H������� A0 ���'� ���� ��� ���  ���"� �� �
������� ���� ������� ������� �� ��' ������� ����� �� ���
���������� ��
��� �� ��� �������� ���
���� �� ��� �
���� ��� "
� '���  � � �� �� ���
�� �� !�
��� ��
��� �������������� �����
 
���������� ��� �������� �����
 �������� ��� ���� �������� δ �� '��� �� ���
��
!�!�� �
� � ����� (1 − λ)�

����# ��� �������!� ������� ����� ��������� ���  � '
����� ��7

cH − cL ≤ ξ (µ) ∀µ ∈ [λθ, 1 − λ+ λθ] �AA�

��� ��������� ���� ���� �� ��� ����� �� ���� ��� �� ��� 
��������� ��!�� ��� ��������  ���"� ��
�
������� � �����
 ������� ���� ������ ��� �����
 �
�������� ���� !�
�� ��� ��� �������!� ������� �����
��������� ���� �
�������� ���� �� ����
  ���� �� ��� ���� ��+�
������7

cH − cL ≤ min
µ∈[λθ,1−λ+λθ]

ξ (µ) �AB�

6��� �������� ��� �
�!����� �� ���� ������� �� ������ 
��� �� ��� 
����������� �
�����# ������ ���
�������� ���� ���������� �� �����!��� � �������������� �����
 
��������� �� ��� ����
�� ���� ��������
 ���"� ������ �� ��� ���� �� ��� �
��� �������� �� ���
������ �� µ� <�
��!�
# ��� �����'��� ����� ���'�
���� ��� ��������� �� ���� ��������  ���"� �� ��
����� 
������ �� ��� ����� �� p (µ)�

����� ���� ξ (µ) 	� � ���	���� 	������	�� �����	�� �� ∂p(µ)
∂µ .

#����� /����
����� ��������!���  � ��
�� ���� -������� -�B ��
 ��������# H������� A0 ���  � '
����� ��7

ξ (µ) =
∞∑

k=1

δk (1 − λ)k
EHk−1

[∫
r1

∂p
(
ϕk
(
µ1, rk

))
∂µk

∂ϕ
(
ϕk−1

(
µ1, rk−1

)
, rk
)

∂µk−1
...

...
∂ϕ (µ1, r1)

∂r1
(FL (r1) − FH (r1)) dr1

]
, �AC�

'��
�
∂p(ϕk(µ1,rk))

∂µk
= ∂p(µk)

∂µk
�� ��� ����� �� p (µ) �� µ = µk�

6� ���' ���� (FL (r) − FH (r)) > 0  ������ ��� ������ ����������� �� H "
��(�
��
 ��������������
��������� ��� ������ ����������� �� L� >� ��� ����
 ����# ��� �����
 ��� �
��
 
���������# ��� �����


��� �����
��
 ����
 ��� �����
� rn, �� ���� ��� ��
�!���!�� ��!��!���
∂ϕ(µ)

∂µ �
� ������!�� ���
���
�# ��


��� ��!�� µk# ��� 
����(���� ���� �� H������� AA)����# ��� �������� �
�"� ���������� '��� �����!��� �

�������������� �����
 
��������� �� ��� ����
�)�� ���
������ �� ∂p(µ)
∂µ �

�B



&����# ��� ������
 ��� ����� �� p (µ)# ��� �����
 �� ��� ����
  ���� �� (cH − cL))��� ��+�
������ ����
�� ���� ��� ��' �������)�������  � ��� �������!� ������� ����� �����
����� ���� ��# ��� ������
 ���
����� �� p (µ)# ��� �����
 �� �� ��
 ��� �������!� ������� ����� ��������� ��  � ����

D����� ���� ����� ��� �������� ξ ������� �� ��� ����� �� ��� �
��� �������� p (µ)# '���� �� �� ��
�
����
����� �� ��� ������ ���� �� ��� ��
���)�
�� �������
�$ ����+�
����)# �� � ����
�� 
��� ξ '���
������ ������ �� µ� ,���� ξ �����
�� ��� �������� ���  ���"� �
�� �������� ���� �������# ���� �������
���� �������!� ������� ����� '��� ���  �  ������ ��
 ��� 
��������� ��!�����

>� ��� ����
 ����# ��� �
�� ���
� ��������� ������� � ������� �� p (µ)7 ��� �� ��� ������ �� �
���
��������� ���� ���� �������
� ����+�
��� ����� �
�!���
� ��� ������� ��� ��
���������� �����
���� ��

��� µ ∈ (λθ, 1 − λ+ λθ)# ��� �
�� ���
� ��������� ���� ��'� ��� ��'���� ��� �����'��� ����� ���'�
���� �� ��
���!�� ������� �� � ��
��� ����)����# �� ��� <=, �� ���
������ �� z)# ���� ��� ������!� ������
�+��� ���������� '��� �������� ���� ������� �� ��� �
��� �������� ���
����� ��� ����� �� p (µ)�

����� ���� ��� ��%�� p0� ��� �	���� 	� ∂p(µ,p0)
∂µ 	� ��� ���� 	� ��� ����	��)� 
����	��� ����	�� 	� �

������ �����

#����� ��� ��+�
������ �������� �� H������� 0� ���� ��� ����� �� p (µ) ����� �� ��� <=, �!������� ��
z = y− p (µ)� .�� ��
 ��� ���
 (p0, p

′
0)# �� p0 < p′0 ���� p (µ, p0) < p (µ, p′0) ��
 ��� µ� ����# �� ��� <=,

�� ���
������ �� z# ��� ��'�
 p0# ��� �����
 ��� <=, ��# ��� ��� ������
 ��� ����� �� p (µ)�

����� �������
# ����� A�0 ��� ����� A�� ����� ����7

#���

��� ���� $� ��� ����	��)� 
����	��� ����	�� 	� � ������ ����� ���� minµ ξ (µ) 	� 	������	�� 	� p0�

-�� ���� �����# '������ �
�� ���
� ��� ������ 
��� �
��� ��������� �
� �� ����� �� ���� �� ��� ��� '���
�
�� ���
�� G���
������# ����# ��� ������ �
�� � ��������� '������ �
�� ���
� �� ������
 '��� �
�� ���
�
��!��!�� � �
�� �� p0# ��� �� ���� ����� �
�� ���
� 
������ p0� ���� ����� �� �� ��
 ���� ����
��7

$%����� ���� $� ��� ����	��)� 
����	��� ����	�� 	� � ������ ����� ���� ���� ����� 	�������� ��� �

��
����� �� ��� �	*�����	�� ���� �� �	�� ����	�� ��� %�	�� � �	��'����	�� ���	�	��	�� ��� �� �����	����

/�����# �� ���
� �� �
���# p0 �
���� -� � �����������# ��� ����
  ���� �� ��� ���� ��+�
������ minµ ξ (µ)
�� H������� 0B ���
������ ���� ����� ���� ��� ����(������� ������ 
��� ���  � ��������� ��
 � '���


���� �� ��+�
������ ����� �� ���� �������� /� ����
 '�
��# ��� ����(������� ������ 
��� �� �����
 ��
��������

-� �� ������
�����# �������
 ��� ������� �� ,������ 0�A�0 ����
 ��� ���� ��
����
�2����� �� 8���
� A#
������ a = d = 3# b = c = 2# λ = 0.1� 8���
� B��� ������� ��� ������ �� �
��� ��������� ��
 ��+�
���
��!��� �� p0# ��� 8���
� B� � ��� ���������� ξ (µ) ��������� ��
 ��� ���� �� '���� �������
�$ �
���
�����
�
� 
��
�������  � ��� ��������7

u (q, z) = z (q + 1)

��� y = 1, 000� /� '� ������ cL = 0# ��� �
�� ���
� ��������� ����� p0 = −76# ��� ��'��� ��
!� ��
8���
� B���� /� 8���
� B��� '� ��� ���� ��� �����
 ��� �
��� ��������# ��� ���� ����� �� ��� /� 8���
�
B� � '� ���"
� ���� ��� ������� ��� �
��� ��������# ��� ������ �� ��� �
���  ���"� �� �������� ����
������� �� ����
��� �� ����
�� A�B� 8���
� C ������� ��� !���� ��������� ��
 ��������� ��� ����� "
��
'���� ��� ��'��� ������ 
��� �
��� ��������# �� ��� �
�� ���
� ���� (vI (µE) = 0); �� ��������# ���� �
�
 ��� ���
������# ��� ��� !����� ��
 ��������� "
�� �
� ��'��� �����
 ���� ��
 ����� �����
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8���
� C7 5���� ��������� ����
 �
�� ���
� �p0 = −76�

� ���
�
��
�� �
�
 ��
� ��� ����� ����

���� ������� ��������� ��� ��������� �� ��� �
�!���� 
������ �� ��� ���� �� '���� ��� ���
�(��!�� 
���(
������ �� ���� ������ ��
 � ������!� ���� �� "
�� ��  � '������ ����
 �����# ����# µE > λθ.

��� "
�� ��+�
���� �� ������ �� ���� H������� � �� �����
 ����
� �� ��� �!������� �� �� ����!� "
�$�

���������� /������# �� �� ����
� ��  �7

µt+1 = ϕ∗ (µt, r, µE) , �AL�

'��
� ��� �������� ϕ∗ �� ��"���  �7

ϕ∗ (µt, r, µE) = max {ϕ (µt, r) , µE} , �AE�

��� 
�%���� ��� ���� ���� "
�� ������ �� 
�(����
 ����
 � 
��������� µE '����!�
 ��� �� ��� ������
��
�� ��� ��  �� ���� ����
 
��������� �����  ���' ��� ��
������ µE � ��� !���� ��������� ���  � '
�����

�L



������ ��  ���
�# ������ 
�������� ϕ  � ϕ∗. ����# ��� �������� ξ (µ) �� ��"���  �7

ξ (µ) ≡ δ (1 − λ)
1 − δ

(∫ 1

0

vC (ϕ∗ (µ, r, µE)) dFH −
∫ 1

0

vC (ϕ∗ (µ, r, µE)) dFL

)
�A��

����� A�� ����� ������ ��� ����� �� ������ �� ���� �!�� ������ ϕ∗ �� %�� �� ��� ����
!�� (λθ, µE)

��� ���
���
� �� �� ��� ��
�!���!�� �� ��� ��
�
∂ϕ∗(ϕ∗k−1(µ1,rk−1),rk)

∂µk−1
!�����# ���
� �
� ��'��� ����
!���

'��� ������!� ���� '��
� ����� ��
�!���!�� �
� ��
����� ������!�# �������� � ��
����� ������!� ������������
/������!���# ��� �
� � ����� ��  ���� � �� �� ���
�� �����
 �
���� �� ��� ����
� ��'��� ���
����� '���
��� �
� � ����� �� �������  ����
 �� ��� �������#  ������ ���
� �� ��'��� � ������!� �
� � ����� ���� ���
������� '��� ����� 
���������� �����
 ���� µE �

-� ����� A�� ����� �����# �� ���� ����
�� A�B# ��
 ���� 
������

���
� �� �� ����
������ ���� '��
� ��� ���
�(��!�� 
��������� ����  � �
����
 ���� λθ# ������# '���
��� ���� ����!�  �� ���� ������!� "
�� �
� �� F��� �� ���� ������� �� � 
����� �������� ��� ����
�+��� �� ����'��� ��
 ���� �� ��� ����!������ �� ��� ��!�
�� ��������� �+��� ���� ������!� "
�� ���� �����#
�� ��� ���� ������� ������ 
��� ����
 �������
�����# ���� ����� "
�� ��� �
���
 ��  ����� ������!��
��� ���� ���� ����� ����� "
�� ���� 
������� ������!� ���  ����� ��������� ������������� ���
�!��
����
 
���������# ���
� � ������� ��� ����� ����� �� �� ������ 
��� �� '���� ���
� ��� ���� �� ����
#
����# µE > λθ.

��� φa  � ��� �
� � ����� ��  ������� ��������� ����������� �� ��!���  ���� ����!� ��� �
������� ����#
��� φi ��� ��

��������� �
� � ����� ����������� �� ��!���  ���� ������!�� /� ��� �
�!���� ��������#
'� ��� φa = θ ��� φi = 0; ����
 ���� ���������# ��� ���� �� ��������� "
�� 
������� �������� ��
��� ��!�� θ� D�'# ��'�!�
# ��� ���� �� ��������� "
�� �� ��� ��� ��7

����!� ���������� ���� ����$� ������ : θ (1 − λ+ λφa)
����!� ������ ���� ������� : (1 − θ) λφa

������!� ������ ���� ������� : (κ− 1)λφi

��� ���� �� ��������� "
�� '��� ���� 
����� �������� �� θ ��7

θ = θ (1 − λ+ λφa) + (1 − θ) λφa + (κ− 1)λφi, �A
�

'���� �� ����!����� ��7
φa = θ − φi (κ− 1) �B1�

6� ������ ���� (1 − λ+ λφa)# ��� ��
���� 
��������� �� ����!� "
� ��� 
����# �� ��
��
 ���� θ;
����
'���# ���� ��������� "
�� '���� ���� �
�� ��� �
��� �� ������!� "
��# ��� ��� ���
�(��!��

��������� '����  � ��� ���� ��
 ��� "
� �� '��� �� ���� ��� �'��

��� ����"�� !�
���� �� H������� 
# �� ��!��  �7

ϕ (µ, r) = λφa + (1 − λ)
µfH (r)

µfH (r) + (1 − µ) fL (r)
. �B��

6� ����� ��!� ���� ��� ��+�
���� �������� ��
 ��� "
�$� 
��������� �� ��"���  �7

µt+1 = ϕ∗ (µt, r, µE) . �B0�

����'���# ��� ����"�� !�
���� �� H������� �E ��7

ψ (µ) ≡ αGC (µ) + β

αGC (µ) + (1 − α)GI (µ)
, �BA�

�E



'��
� α ≡ (θ (1 − λ) + λφa) ��� β ≡ λ (θ − φa)� > ��
!� ���� α ≤ θ ��� ���� β ���  � '
����� ��
β = θ−α �
 β = λφi (κ− 1)# ��� ���� �� ��'��( �
� ���������� ����� ������!� "
��� /� �� ����
���
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τt+1
t+1 ≡ H (µt+1|τt+1) Gt+1 ≡ H (µt+1)

G
τt

t ≡ H (µt|τt) Gt ≡ H (µt)
Fτt ≡ H (rt|τt)
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��� �
� ����� '�� � ������ ������� �� �� ����� r̃ (x, µE)�# ���

A� µ̃ (x, r) > 1−λ+λθ ⇔ r < r̃ (x, 1 − λ+ λθ) ������ '�� ��� � �����
 
��������� ���� 1−λ+λθ
��� �
�!���� ��
��� ��� ��!� � 
��������� x ����� �
� ����� '���� ������� '�
� ��'�
 ����
r̃ (x, 1 − λ+ λθ)��

&����#

G
τ

t (µ̃ (x, rt)) = H
τ

t (µ̃ (x, rt)) = 0 �� r > r̃ (x, µE) ���

G
τ

t (µ̃ (x, rt)) = H
τ

t (µ̃ (x, rt)) = 1 �� r < r̃ (x, 1 − λ+ λθ) .

���
���
�# ��� ��������  ��'��� G
C

t+1 ��� H
C

t+17

ρ∞
(
G

C

t+1, H
C

t+1

)
= sup

x

∣∣∣GC

t+1 (x) −H
C

t+1 (x)
∣∣∣

���  � 
�'
����� ��7

ρ∞
(
G

C

t+1, H
C

t+1

)
= sup

x

∣∣∣∣∣(1 − λ+ λθ)
∫ r̃(x,µE)

r̃(x,1−λ+λθ)

(
G

C

t (µ̃ (x, rt)) −H
C

t (µ̃ (x, rt))
)
dFH

+λ (1 − θ)
∫ r̃(x,µE)

r̃(x,1−λ+λθ)

(
G

I

t (µ̃ (x, rt)) −H
I

t (µ̃ (x, rt))
)
dFL

∣∣∣∣∣ .
K���� ��� �
���
���� �� ��� ��� ��� |·| ���
���
�# ��� ��� ��"������ �� ρ∞

(
G

τ

t , H
τ

t

)
# '� ���� ���'

00



����7

ρ∞
(
G

C

t+1, H
C

t+1

)
≤ (1 − λ+ λθ) sup

x

∣∣∣∣∣
∫ r̃(x,µE)

r̃(x,1−λ+λθ)

(
G

C

t (µ̃ (x, rt)) −H
C

t (µ̃ (x, rt))
)
dFH

∣∣∣∣∣
+λ (1 − θ) sup

x

∣∣∣∣∣
∫ r̃(x,µE)

r̃(x,1−λ+λθ)

(
G

I

t (µ̃ (x, rt)) −H
I

t (µ̃ (x, rt))
)
dFL

∣∣∣∣∣
≤ (1 − λ+ λθ) sup

x

∫ r̃(x,µE)

r̃(x,1−λ+λθ)

∣∣∣GC

t (µ̃ (x, rt)) −H
C

t (µ̃ (x, rt))
∣∣∣ dFH

+λ (1 − θ) sup
x

∫ r̃(x,µE)

r̃(x,1−λ+λθ)

∣∣∣GI

t (µ̃ (x, rt)) −H
I

t (µ̃ (x, rt))
∣∣∣ dFL

≤ (1 − λ+ λθ) sup
x

∫ r̃(x,µE)

r̃(x,1−λ+λθ)

ρ∞
(
G

C

t , H
C

t

)
dFH

+λ (1 − θ) sup
x

∫ r̃(x,µE)

r̃(x,1−λ+λθ)

ρ∞
(
G

I

t , H
I

t

)
dFL

= (1 − λ+ λθ) ρ∞
(
G

C

t , H
C

t

)
sup

x

∫ r̃(x,µE)

r̃(x,1−λ+λθ)

dFH

+λ (1 − θ) ρ∞
(
G

I

t , H
I

t

)
sup

x

∫ r̃(x,µE)

r̃(x,1−λ+λθ)

dFL

.��
∫ r̃(x,µE)

r̃(x,1−λ+λθ)
dF = F (r̃ (x, µE)) − F (r̃ (x, 1 − λ+ λθ)) < 1 ��
 ��� x ∈ [λθ, 1 − λ+ λθ]� ��� ��

��"�� β �� �����'�7

β = max

{
sup

x∈[λθ,1−λ+λθ]

FH (r̃ (x, µE)) − FH (r̃ (x, 1 − λ+ λθ)) ,

sup
x∈[λθ,1−λ+λθ]

FL (r̃ (x, µE)) − FL (r̃ (x, 1 − λ+ λθ))

}
< 1.

����#

ρ∞
(
G

C

t+1, H
C

t+1

)
≤ (1 − λ+ λθ) ρ∞

(
G

C

t , H
C

t

)
β

+λ (1 − θ) ρ∞
(
G

I

t , H
I

t

)
β

≤ βρ
((
Gt

C
, Gt

I
)
,
(
Ht

C
, Ht

I
))

8����'��� � ������
 �
�����
�# '� ��� ���' ���� ��� ��������  ��'��� G
I

t+1 ��� H
I

t+1 �����"��7

ρ∞
(
G

I

t+1, H
I

t+1

)
≤ βρ

((
Gt

C
, Gt

I
)
,
(
Ht

C
, Ht

I
))

,

6� ���� �������� ����7

ρ
((
G

C

t+1, H
C

t+1

)
,
(
G

I

t+1, H
I

t+1

))
≤ βρ

((
Gt

C
, Gt

I
)
,
(
Ht

C
, Ht

I
))

,

��� ����� T �� � ����
������ ��������
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<�
��!�
# ��� ��� �� ����
� ����� ��������� G '��� �����
� ��������� �� ��� ����
!�� [λθ, λθ + (1 − λ)]
����'�� '��� ��� ��� ���
��# ρ∞# �� � �������� ���
�� ������ ���
���
�# ��� ��� �� ���
� �� ����
� �����
��������� '��� ��� ���
�� ��"��� � �!� �� ���� � �������� ���
�� �����# ��� ����� .�����$� 8����(
M���� ����
�� �������� -� � 
�����# '� ���' ���� T ��� � ������ "��� ����� �� ���� ���# ��� �� ���
 � 
������  �������� �
�� ��� ���
 �� ����
� ����� ����������

D����� ����7

��� �� '� ��� ���� λθ ������� �� µE �� ��� ��'�
  ���� �� 
���������� �� ��� �
���# '� '���� ��!�
� ������ � �����
 ������� β) �� '� '���� �����  � � �� �� �
�!� ���� T �� � ����
������ �������);

���� µE ��� ���� �+���� ��� ������� �� ��� ����
������#  �� ���� ��� �������� ����
� ������

����# ��� �
��� �� ��� ��������� �� � ������ ����� ����
� ����� �� 
���������� �� ��� �+�����  � ��� ��(
�������� ���
�(���� �
����� �� ���� �� µE �� "���#  �� ��� ����� �� ��� ������ ����� ����
� ����� ��� ���
���������� �� FH �� FL ������� ���� GC ��� GI �
� ���������� '��� ������ �����
� [λθ, 1 − λ+ λθ]�
/� ��
�# ��� ���� ���� FH "
��(�
��
 �������������� ��������� FL ������� ���� GC "
��(�
��
 �������(
������� ��������� GI � �� ��� ����# ������ ���� �� '� ���
� �� t = 0 '��� GC

0 = GI
0# ���� G

C
t ≤ GI

t ��

��� t > 0# ��� ���
���
� GC ≤ GI �

��� ����� �� ��		� �� 

=���� �
 ���� '� ��"��� ψ �� �����'�7

ψ (x) ≡ θGC (x)
θGC (x) + (1 − θ)GI (x)

,

'���� ��� ������ ����� ����
� ������ �������7

GC (x) = (1 − λ+ λθ)
∫ r̃(x,µE)

0

G
C

(µ̃ (x, r)) dFH + λ (1 − θ)
∫ r̃(x,µE)

0

G
I
(µ̃ (x, r)) dFL

GI (x) = λθ

∫ r̃(x,µE)

0

G
C

(µ̃ (x, r)) dFH + (1 − λθ)
∫ r̃(x,µE)

0

G
I
(µ̃ (x, r)) dFL

��� �� ��"�� ��� �����
��� ��7

IC (x) ≡
∫ r̃(x,µE)

0

GC (µ̃ (x, r)) dFH .

II (x) ≡
∫ r̃(x,µE)

0

GI (µ̃ (x, r)) dFL.

6� ��� �$&������� 
��� �� � ����7

lim
x→λθ+

IC (x)
II (x)

= lim
x→λθ+

∂IC(x)
∂x

∂II(x)
∂x

= lim
x→λθ+

∂r̃
∂xG

C (µE) fH (r̃ (λθ, µE)) +
∫ r̃(x,µE)

0
∂GC(µ̃)

∂µ̃
∂µ̃
∂xdFH

∂r̃
∂xG

I (µE) fL (r̃ (λθ, µE)) +
∫ r̃(x,µE)

0
∂GI(µ̃)

∂µ̃
∂µ̃
∂xdFL

,

'��
� '� ��� ��� ���� ���� µ̃ (x, r̃ (x, µE)) = µE � &�'�!�
# r̃ (λθ, µE) = 0� &����# �� fH (0) = 0 ���

fL (0) �= 0 '� ���' ���� limx→λθ+
IC(x)
II (x) = 0� /�  ��� fH (0) ��� fL (0) �
� 2�
�# ���� '� ��� �����

0B
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lim
x→λθ+

IC (x)
II (x)

= lim
x→λθ+


(

∂2r̃
∂x2G

C (µE) fH (r̃) +
(

∂r̃
∂x

)2
GC (µE) ∂fH (r̃)

∂r(
∂2r̃
∂x2GI (µE) fL (r̃) +

(
∂r̃
∂x

)2
GI (µE) ∂fL(r̃)

∂r

∂r̃
∂x

∂GC(µ̃)
∂µ̃

∂µ̃
∂x

∣∣∣
r̃(x,µE)

fH (r̃) +
∫ r̃(x,µE)

0

(
∂2GC(µ̃)

∂µ̃2
∂µ̃
∂x + ∂GC(µ̃)

∂µ̃
∂2µ̃
∂x2

)
dFH

)
∂r̃
∂x

∂GI(µ̃)
∂µ̃

∂µ̃
∂x

∣∣∣
r̃(x,µE)

fL (r̃) +
∫ r̃(x,µE)

0

(
∂2GI(µ̃)

∂µ̃2
∂µ̃
∂x + ∂GI(µ̃)

∂µ̃
∂2µ̃
∂x2

)
dFL

)


����# �� ∂fH (r̃)
∂r

∣∣∣
r̃=0

= 0 ��� ∂fL(r̃)
∂r

∣∣∣
r̃=0

�= 0# '� � ���� ��� ����
�� 
������ /� ���# '� ����� �$&�������$�


��� �����# ����� '� ��!� f
(n)
H (r̃)

∣∣∣
r̃=0

= 0 ��� f
(n)
L (r̃)

∣∣∣
r̃=0

�= 0 ��
 ���� n�

�� !���"����
 �� #������
 �$ �
 ��		� ���

��� �������!� ������� ����� ��������� ��7

cH − cL ≤
∞∑

k=1

δk (1 − λ)k
EHk

[
p
(
ϕk
(
µ, rk

))]− ∞∑
k=1

δk (1 − λ)k
ELHk−1

[
p
(
ϕk
(
µ, rk

))]
��� "
�� ����������� � �!� ���  � '
����� ��7

EHk

[
p
(
ϕk
(
µ, rk

))]
=
∫

rk

...

∫
r1

p (ϕ (...ϕ (µ1, r1) ...rk)) dFH (r1) ...dFH (rk) .

6��� �����
�����  � ��
�� ��� "
�� �����
�� ��� � �����7∫
rk

...

∫
r2

{∫
r1

p (ϕ (...ϕ (µ1, r1) ...rk)) dFH (r1)
}
...dFH (rk)

=
∫

rk

...

∫
r2

{
(p (ϕ (...ϕ (µ1, r1) ...rk))FH (r1))|10

−
∫

r1

∂p (ϕ (...ϕ (µ1, r1) ...rk))
∂µk

∂ϕ
(
ϕk−1

(
µ1, rk−1

)
, rk
)

∂µk−1
...
∂ϕ (µ1, r1)

∂r1
FH (r1) dr1

}
...dFH (rk)

=
∫

rk

...

∫
r2

{p (ϕ (...ϕ (1 − λ+ λθ, r2) ...rk))

−
∫

r1

∂p (ϕ (...ϕ (µ1, r1) ...rk))
∂µk

∂ϕ
(
ϕk−1

(
µ1, rk−1

)
, rk
)

∂µk−1
...
∂ϕ (µ1, r1)

∂r1
FH (r1) dr1

}
...dFH (rk)

M
�������� '��� ��� ������ ���7∫
rk

...

∫
r3

{∫
r2

p (ϕ (...ϕ (1 − λ+ λθ, r2) ...rk)) dFH (r2)
}
...dFH (rk)

=
∫

rk

...

∫
r3

{
(p (ϕ (...ϕ (1 − λ+ λθ, r2) ...rk))FH (r2))|10

−
∫

r2

∂p (ϕ (...ϕ (1 − λ+ λθ, r2) ...rk))
∂µ

...
∂ϕ (1 − λ+ λθ, r2)

∂r2
FH (r2) dr2

}
...dFH (rk)
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EHk

[
p
(
ϕk
(
µ, rk

))]
=

−
∫

rk

...

∫
r1

∂p (ϕ (...ϕ (µ1, r1) ...rk))
∂µk

...
∂ϕ (µ1, r1)

∂r1
FH (r1) dr1...dFH (rk)

−
∫

rk

...

∫
r2

∂p (ϕ (...ϕ (1 − λ+ λθ, r2) ...rk))
∂µk

...
∂ϕ (1 − λ+ λθ, r2)

∂r2
FH (r2) dr2...dFH (rk)

− ...+ p (1 − λ+ λθ)

-������� ��� ���� �
�����
� �� ELHk−1

[
p
(
ϕk
(
µ, rk

))]
��� ���������� ��
��# ��� �������!� �������(

 ����� ��������� ���  � '
����� ��7

cH − cL ≤
∞∑

k=1

δk (1 − λ)k
∫

rk

...

∫
r1

∂p (ϕ (...ϕ (µ1, r1) ...rk))
∂µk

∂ϕ
(
ϕk−1

(
µ1, rk−1

)
, rk
)

∂µk−1
...

...
∂ϕ (µ1, r1)

∂r1
(FL (r1) − FH (r1)) dr1...dFH (rk)

=
∞∑

k=1

δk (1 − λ)k
EHk−1

[∫
r1

∂p
(
ϕk
(
µ1, rk

))
∂µk

∂ϕ
(
ϕk−1

(
µ1, rk−1

)
, rk
)

∂µk−1
...

∂ϕ (µ1, r1)
∂r1

(FL (r1) − FH (r1)) dr1

]

0L
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